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摘要:为更深 入 认 识 岩 石 黏 弹 性 力 学 行 为,建 立 了 改 进 的

Maxwell模型,以砂岩蠕变试验结果为依据,检验了模型的

可行性,并在此基础上,提出了获得不同加载时刻该模型参

数的方法,对采用该法得到的结果进行拟合及敏感性分析.
研究结果表明,改进的 Maxwell模型可以描述砂岩黏弹性特

性,且弛豫时间对应力水平较为敏感,而分数阶导数恰恰相

反;分数阶导数与岩石内裂纹发育情况呈正相关;岩石稳态

蠕变变形过程就是由黏弹性过渡到弹黏性的过程;分数阶演

化方程中,系数a 主要调控分数阶导数衰减速率,系数b 反

映分数阶导数衰减方式.该研究成果为明确模型参数物理

意义,揭示岩石蠕变全过程提供了参考.
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阶演化方程
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０　引言

地下岩石工程中常出现岩石蠕变现象,即一种

与时间相关的岩石变形过程[１Ｇ２].为准确地预测和

有效控制岩石的蠕变变形破坏,许多学者提出并利

用大量的元件模型去表征岩石的蠕变力学行为,如
Burgers模型、Nishihara模型等[３Ｇ４].然而,元件模

型从本质而言为整数阶模型,无法反映出变形的历

史依赖性.因分数阶微积分具有时间记忆性的优

点,大量学者基于该理论建立了各式各样的分数阶

蠕 变 模 型,取 得 了 一 定 的 研 究 成 果[５Ｇ８].
KOELLER[６]基于RＧL分数阶理论,提出了弹壶元

件,并将其替换传统模型中的 Newton元件.WU
等[７]为描述盐岩蠕变全过程,建立了一个新的分数

阶蠕变损伤模型.LIU 等[８]根据 Caputo分数阶理

论,建立了一个含有变系数分数阶元件的蠕变模型,
并应用于表征砂岩的蠕变力学行为.

在岩石实际蠕变过程中,岩石的性质将会发生

改变.为了反映该特征,文献[７]和[９]认为应将分

数阶导数视为时间的函数.如今,许多学者将变阶

分数阶理论引进岩石蠕变领域[９Ｇ１１].例如,ZHANG
等[９]根据 Gamma函数的性质,建立了变阶分数阶

蠕变模型,并将其应用于预测隧道围岩的变形规律.
苏腾等[１０]根据岩石材料蠕变特性,并结合变阶分数

阶理论,建立了一个三维状态下的变阶分数阶蠕变

模型,之后,基于煤体室内蠕变结果,检验了该模型

的科学性、合理性.WU等[１１]考虑了岩石蠕变全过

程的劣化效应,提出了一个修正的变阶分数阶元件,
并建立了能够模拟岩石蠕变力学行为的蠕变模型.
李德建等[１２]基于岩石流变理论中的等效黏弹性,建
立了含弛豫时间的变阶分数阶蠕变模型,该模型能

很好地表征重庆砂岩蠕变特性.
综上可知,如今采用分数阶理论构建能够模拟

岩石材料蠕变特征的本构方程的研究颇多,而探讨

所建模型参数随加载时间的演化规律的较少.研究

模型参数的演化规律,对于确定该参量的物理含义,
深入认识岩石蠕变全过程具有重要的理论意义及现

实价值.为此,基于分数阶理论,将 Maxwell模型

中黏性元件替换为 Koeller弹壶元件,从而建立了

改进的 Maxwell模型,并依据砂岩蠕变试验结果,
检验了模型的合理性.之后,在该模型基础上,提出

了一种获得蠕变全过程参数演化规律的方法,分析

得出各模型参数随加载时间的变化规律,并拟合得

到分数阶演化方程.最后,对分数阶演化方程进行

敏感性分析.研究成果为明确模型参数的物理意

义,揭示岩石蠕变全过程提供了参考意见.

１　蠕变模型

１．１　分数阶元件

目前,给 分 数 阶 微 积 分 下 定 义 的 方 式 有 多

种[１３],其中最著名的为 RＧL微积分,其含义为:若

函数f在(０,＋∞)上连续,且在[０,＋∞]的任一子
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区间上可积,则:
d－αf(t)
dt－α ＝

１
Γ(α＋１)∫

１

０
(t－τ)α－１f(τ)dτ (１)

式中,α 为函数f(t)的分数阶导数且 Re(α)＞０;
Γ(α＋１)为 Gamma函数;t为加载时间,h,t＞０.

为突出弛豫时间的作用,采用Koeller提出的弹

壶元件,其本构关系为[６]:

σ(t)＝E１τα dαε(t)
dtα

(２)

式中,E１ 为弹壶元件弹性模量,GPa;τ 为元件弛豫

时间,h,用于描述材料内部弛豫现象的时间尺寸,
且τ＝η/E１;σ 为应力,MPa;ε为应变.

根据分数阶算子的 Laplace变换可知,弹壶元

件的蠕变方程为:

ε(t)＝
σ

E１τα
tα

Γ(α＋１) (３)

１．２　改进的 Maxwell模型

用弹壶元件来表征岩石稳定蠕变变形,用弹性

元件来描述岩石瞬时变形.综上,本文建立了一个

改进的 Maxwell模型,如图１所示,该模型由弹性

元件与弹壶元件串联而成.

图１　改进的 Maxwell模型

根据流变元件的串并联法则,并结合弹壶元件

的本构关系,同时为简化计算,本文参照文献[６],令
弹壶元件的E１ 与弹性元件的E 相等.则改进的

Maxwell模型的蠕变方程为:

ε(t)＝ε(t０)＋
ε(t０)
τα ×

tα

Γ(α＋１) (４)

其中,

ε(t０)＝
σ
E

(５)

式中,ε(t０)为岩石材料产生的瞬时应变;E 为弹性

元件的弹性模量,GPa.

２　模型验证

２．１　蠕变试验

本次试验采用的红砂岩试样源自江西赣州,呈
褐色,细粒结构,无明显层理、裂纹,外观完整且均匀

性良好,试件的基本参数见表１,其单轴抗压强度为

６０．１４８MPa,相应的应变为０．７３３５％.根据岩石力

学试验的试样标准要求,将试样加工成标准圆柱形

试样.试验仪器为 GDSＧVIS三轴流变仪,该设备主

要由荷载架、轴向稳压系统、数字控制系统和微机系

统构成,最大轴压为４００kN.先在 RMTＧ１５０C岩

石试验系统上进行常规单轴试验获得试样的单轴抗

压强度,并将其作为试样蠕变试验分级荷载的依据,
结果如图２所示.蠕变试验的加载方式为分级加

载,即根据单轴抗压强度将预加的荷载分为若干级,
随后在同一试件上从小到大依次施加荷载,采用该

方式能够有效地研究分析岩石的长期力学性质.一

般而言,岩石的长期强度与单轴抗压强度之比为

０．４~０．８[１４].将荷载分为４个水平,分别为单轴抗

压强度的４０％、５０％、６０％、７０％.加载时,加载速

率为１００kN/s,参考文献[１５],将每级持续时间控

制为４h.基于陈氏加载法,对砂岩分级加载试验

结果进行处理,得到不同应力水平下试样的单级蠕

变曲线,结果如图３所示.

表１　试件基本参数

直径/
mm

高度/
mm

密度/
(kg/m３)

弹性
模量/GPa

泊松比

４９．０２ １００．１５ ２２９８ １１．４７４ ０．２３１

图２　红砂岩单轴应力 应变曲线

图３　各分级蠕变曲线

２．２　参数反演及分析

为探究改进的 Maxwell模型是否能够科学地

７３１　张院成,等．砂岩蠕变模型及参数演化规律[J]．矿业研究与开发,２０２４,４４(３)．



表征岩石类材料的蠕变特征,采用的参数反演过程

如下.
对于整个蠕变阶段,采用式(４)有:

ε(t)＝ε(t０)＋
ε(t０)

τα１
１

×
tα１

Γ(α１＋１) (６)

式中,α１ 为整个蠕变阶段的分数阶导数,且０≤α１≤
１;τ１ 为整个蠕变阶段的弛豫时间,h.

对式(６)两边作对数运算,可得:

lg
ε(t)
ε(t０)

－１
é

ë
êê

ù

û
úú ＝α１lgt－lg[τα１

１Γ(α１＋１)] (７)

将式(７)简化,可得:

lg
ε(t)
ε(t０)

－１
é

ë
êê

ù

û
úú ＝α１lgt－α１lgτ１－lgΓ(α１＋１)(８)

令x＝lgt,y＝lg
ε(t)
ε(t０)

－１
é

ë
êê

ù

û
úú ,式(８)可写成:

y＝ax＋b.整个蠕变阶段,改进 Maxwell模型的

分数阶导数、弛豫时间可通过式(９)获得,即:

α１＝a

τ１＝１０－b＋lgΓ(a＋１)
a{ (９)

采用式(８)、式(９)对砂岩蠕变全过程的数据进

行回归分析,计算得到的改进 Maxwell模型相关参

数值,见表２.改进 Maxwell蠕变模型理论曲线与

试验结果的对比见图４.从图４可知,模型理论曲

线与试验结果较为吻合,说明改进 Maxwell模型能

够反映砂岩的蠕变特性.从表２可看出,分数阶导

数都处在０．３４~０．４４之间,其变化区间较窄,可认

为保持不变,故而可推断出岩石材料的应力水平对

分数阶导数无影响.弛豫时间主要控制蠕变曲线的

形态,从表２可知,弛豫时间随应力水平的提高呈现

指数增加,这意味着随着外荷载的升高,蠕变曲线更

易发生改变,进入蠕变第三阶段的可能性越大.

图４　模型曲线与试验结果对比

采用指数函数对弛豫时间与轴向应力的关系进

行拟合,结果如图５所示,拟合相关系数为０．９９９,拟

合方程为:

τ＝１６１０exp(０．０３５５４σ１)＋２．５３３１０－１０exp(０．７７９σ１)
(１０)

式中,σ１ 为轴向应力,MPa.

图５　弛豫时间与轴向应力的关系

根据式(１０)可知,当σ１ 逐渐增大,弛豫时间τ
明显增大.由此可见,弛豫时间对应力水平较为

敏感.

表２　模型参数反演结果

应力水平/MPa 分数阶导数 弛豫时间/h 相关系数

２４ ０．４３７ ３７７９．４０３ ０．９９３
３０ ０．４３０ ４６８１．３５５ ０．９９０
３６ ０．４１１ ６１７３．０７９ ０．９９６
４２ ０．３４３ ４８２３９．９４０ ０．９９１

３　模型参数演化规律

３．１　得到不同时刻模型参数的方法及结果

目前,建立蠕变模型的思路为:根据室内蠕变试

验,得到岩石材料的蠕变力学行为;并基于此,结合

数学理论,建立蠕变方程.该方法能够从宏观上反

映出岩石材料的蠕变特性,但无法从微观的角度了

解岩 石 蠕 变 全 过 程.为 此,本 文 以 建 立 的 改 进

Maxwell模型为例,探讨了模型各参数随蠕变时间

的变化规律,对佐证模型参数物理意义具有重要的

价值,对日后从微观层面上分析蠕变全过程具有积

极的推动作用.
一般情况下蠕变模型的分析思路为,在如图６

所示的典型岩石稳态蠕变曲线中,在０~t３ 时间段

内,基于试验结果,对蠕变模型相关参数反演辨识,
并将反演得出的参数结果视为能够反映该阶段岩石

材料固有属性的参量;之后,对各蠕变参数进行各种

分析.基于上述分析蠕变模型的思路,假设在０~ti

内辨识得到的蠕变参数只能够表征ti 时刻岩石的

８３１ 矿 业 研 究 与 开 发　　　　　　　　　　　　　　　　２０２４,４４(３)　



性质,即用０~t１ 时间内蠕变数据进行反演,便可得

到t１ 时刻的蠕变模型相关参数;反演０~t２ 时间段

的蠕变结果,可获得t２ 时刻的蠕变参数.如此,便
可计算得出各级不同蠕变时间下的蠕变参数,进而

得到各蠕变参数随加载时间的演化规律.

图６　岩石典型稳态蠕变曲线

采用上述方法,并基于上文建立的蠕变模型及

反演方法,以０．１h为时间间隔,基于０~０．１h、０~
０．２h、０~０．３h等时间段的砂岩蠕变试验结果,依
次反演出０．１h、０．２h、０．３h等时刻改进 Maxwell模

型相关参数,结果如图７、图８所示.

图７　分数阶演化规律

图８　弛豫时间演化规律

(１)从图７可以看出,不同应力水平下的分数

阶演化曲线为一簇形状类似的曲线.每一级荷载

下,随着加载时间的推移,分数阶导数逐渐减小,而
岩石材料的蠕变过程就是其内微裂纹进行闭合等活

动的过程.由此可见,分数阶导数与岩石材料内裂

纹密切相关.加载初始阶段,因取样过程等外在扰

动造成试件内裂纹发育较为充足,此时分数阶导数

较大;随着加载时间的推移,裂纹逐渐闭合,此时分

数阶导数渐渐变小.由此可推出,分数阶导数与材

料内裂纹发育情况呈正相关性.
(２)由图７可知,加载初期,当应力为２４MPa

时,其分数阶导数为０．６８８,加载末期其值为０．４３７;
而当应力为３０MPa时,加载初期其值为０．７５０,加
载末期其值为０．４３０;应力为３６MPa、４２MPa时,加
载初期其值分别为０．５５８,０．５２５,加载末期其值依次

为０．４１１,０．３４３.PAOLA等[１６]研究了加载缓坡对拟

合分数阶本构方程参数的影响,并指出,当研究对象

的分数阶导数在０~０．５时,为弹黏性介质;而当分数

阶导数在０．５~１时,为黏弹性介质.由此便可认为,
在任一级荷载下,加载初期,岩石体现出黏弹性性质;
而加载末期,表现为弹黏性特性;岩石的稳态蠕变变

形过程就是岩石由黏弹性逐渐过渡到弹黏性的过程.
同时,从整体来看,随着荷载的增加,无论是加载初期

还是加载末期,分数阶导数均随应力的增大而减小,
意味着随着荷载的增大,砂岩逐渐呈弹性.

(３)从图７可知,分数阶导数演化曲线可分为

两个阶段,依次为快速衰减阶段与稳定阶段,即分数

阶导数快速减小、分数阶导数基本保持不变.在快

速衰减阶段,应力越小,分数阶导数演化曲线越陡,
应力越大,分数阶导数曲线就越缓;而在稳定阶段,
各级应力下的分数阶导数虽有所不同,但波动较小,
这点与文献[１７]得出的结论相一致,也间接佐证了

本文获得分数阶导数演化曲线方法的正确性.
(４)从图８可知,随着加载时间的推移,各级加

载下的弛豫时间均逐渐增大,但若应力越大,弛豫时

间增加的幅度也就越明显.可见,弛豫时间对应力

水平十分敏感,这点与２．２节的结论相同.
采用以下函数对分数阶导数与加载时间的关系

进行拟合:

α＝aexp(－bt)＋c (１１)
式中,a、b、c为待拟合参数.

拟合结果如图９所示,拟合参数见表３.从相

关系数来看,式(１１)可以描述分数阶导数演化规律,
且效果较佳.

９３１　张院成,等．砂岩蠕变模型及参数演化规律[J]．矿业研究与开发,２０２４,４４(３)．



图９　分数阶导数演化曲线拟合

表３　分数阶导数拟合结果

应力水平/MPa 拟合系数a 拟合系数b 拟合系数c 相关系数

２４ ０．２４７ １．２２７ ０．４３７ ０．９６７
３０ ０．２６６ １．０６０ ０．４３０ ０．９７１
３６ ０．１５２ １．４５０ ０．４１１ ０．９６３
４２ ０．１７５ ０．９２０ ０．３４３ ０．９８４

３．２　敏感性分析

为探究分数阶导数演化方程中各参数对演化曲

线的影响,基于表３中应力为４２MPa时反演获得

的结果,对各参数进行敏感性分析.
系数a 的影响:根据表 ３的拟合结果,将参数

b＝０．９２０,c＝０．３４３代入式(１１)中,只改变系数a 的

大小,即选取a＝０．１,０．３,０．５,０．７,可获得一簇曲线,
如图１０所示.从图１０可知,分数阶演化曲线为一簇形

状相似的曲线,随着系数a的增大,分数阶导数值的衰

减速率也更快,但对最终的分数阶导数值无影响.
系数b的影响:保持其他系数不变,只改变系数

b,可得到不同b值下对应的曲线,如图１１所示.从

图１１可以看出,系数b对曲线的形态影响较大.当

b值较小时,如b＝０．１,０．３,分数阶导数几乎呈线性

衰减;而当b值较大时,如b＝０．５,０．７,分数阶导数

明显呈指数形式衰减.由此可见,通过调控系数b,
可控制分数阶的衰减方式,但两种衰减方式转换的

临界值还需进一步探讨.与此同时,还可以看出,最
终的分数阶导数与系数b值呈线性负相关.

图１０　系数a对分数阶演化曲线的影响

图１１　系数b对分数阶演化曲线的影响
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参数c的影响:保持式中其他参数不变,仅改变

c,获得的曲线如图１２所示.从图１２可以看出,不
同系数c下的曲线也为一簇形状类似的曲线.参数

c对分数阶演化曲线的影响与应力对蠕变模型曲线

的影响相同,都只对初始值、最终值有影响.

图１２　系数c对分数阶演化曲线的影响

综上分析,各系数的作用见表４.对分数阶演

化曲线影响较大的参数主要有２个,分别为系数a、

b,系数a 主要影响分数阶初始值及分数阶衰减速

率,系数b的大小直接影响到分数阶演化曲线的形

状,可反映出分数阶导数的衰减方式.从本次研究

结果发现,b 值较小时,分数阶表现出线性衰减,而
当b值较大时,呈现指数衰减.

表４　分数阶演化方程各系数的影响

参数 发挥的作用

系数a 影响到分数阶衰减速率.

系数b 反映出分数阶衰减方式.

系数c 只对分数阶的值有影响,对曲线形状无影响.

４　结论

基于分数阶理论,提出了一个改进的 Maxwell
模型,并根据室内砂岩蠕变试验结果,验证了该模型

的合理性.在此基础上,提出了获得不同加载时刻

的模型参数的方法,得到分数阶导数演化曲线及方

程,并对得到的分数阶导数演化方程进行了敏感性

分析.主要结论如下.
(１)基于砂岩试验结果,不同应力状态下,改进

Maxwell模型的拟合优度均高于０．９,因此,可以认

为改进 Maxwell模型能够模拟砂岩的黏弹性性质.
(２)根据改进 Maxwell模型反演辨识结果发

现,随着外荷载的增大,分数阶导数在很窄的范围内

波动,而弛豫时间明显增大.由此可推断出,分数阶

导数对应力水平较为迟钝,而弛豫时间对应力水平

较为敏感.
(３)从分数阶导数演化曲线可知,若岩石内裂

纹发育较为充足,此时分数阶导数较大,反之亦然.
可见,分数阶导数与岩石材料内裂纹发育情况息息

相关,且呈正相关性.且整个稳态蠕变变形过程就

是岩石由黏弹性过渡到弹黏性的过程.
(４)分数阶导数演化方程中,系数a、b 的影响

较大,其中,系数a 主要调控分数阶导数的衰减速

率,而系数b主要反映出分数阶导数的衰减方式.
因本次试验未出现加速蠕变阶段,加上建立模

型的局限性,并未探讨可以描述完整蠕变曲线的蠕

变模型相关参数的演化规律.
本文只探讨了各蠕变模型各参数随加载时间的

变化规律,并未研究该过程中岩石材料内部结构的

变化.若能够探讨蠕变各时刻内部结构变化规律,
加上宏观上模型参数演化规律,对揭示各蠕变模型

参数的物理意义具有重要的现实价值.
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CreepModelandParameterEvolutionLawofSandstone
ZHANGYuancheng,DENGFei

(SchoolofResourcesandEnvironmentalEngineering,JiangxiUniversityof
ScienceandTechnology,Ganzhou,Jiangxi３４１０００,China)

Abstract:Inordertogainadeeperunderstandingoftheviscoelasticmechanicalbehaviorofrocks,animprovedMaxwellmodel
wasestablished．Accordingtotheresultsofsandstonecreeptests,thefeasibilityofthemodelwasverified．Onthisbasis,a
methodwasproposedtoobtainthemodelparametersatdifferentloadingtimes,then,fittingandsensitivityanalysiswere
carriedoutontheresultsobtainedbytheproposedmethod．TheresearchresultsindicatethattheimprovedMaxwellmodelcan
characterizetheviscoelasticpropertiesofsandstone,andtherelaxationtimeissensitivetothestresslevel,whilethefractional
derivativeisjusttheopposite．Thefractionalderivativeispositivelycorrelatedwiththedevelopmentofinternalcracksinrocks．
ThesteadyＧstatecreepdeformationprocessofrockistheprocessoftransitionfrom viscoelasticitytoelasticviscosity．In
fractionalorderevolutionequations,coefficienta mainlyregulatesthedecayrateoffractionalderivative,whilecoefficientb
reflectsthewayinwhichthefractionalderivativedecayed．Thisresearchfindingsprovideareferenceforclarifyingthephysical
significanceofmodelparametersandrevealingtheentireprocessofrockcreep．
Keywords:ImprovedMaxwellmodel,Sensitivityanalysis,Fractionalderivative,Fractionalorderevolutionequation
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